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Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

Nous travaillerons dans la suite en algebre réelle ((\IJ|<D) = (®|V)* = <<b|\11))

Soient {|¥r)}r—0,1,2,... les états propres orthonormés d’un hamiltonien quelconque H:

H|U;) = Ef|¥;) |, (U7|U;) =67

Ces états sont les solutions exactes de I’équation de Schrodinger indépendante du temps.

Dans la suite |W) désigne I’état fondamental c’est-a-dire 1’état propre de plus basse énergie. Pour
simplifier, on supposera qu’il n’est pas dégénéré soit

Er>FEqg si I>0.

Exemple : les cinq premiers états de 1’atome d’hélium peuvent étre représentés qualitativement comme suit

E, ——— 1s52s(singulet)
1525 (triplet)




Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

— Enoncé : I'énergie exacte de I’état fondamental est le minimum de la valeur moyenne de I'énergie
calculée pour un état quantique quelconque |¥). Ce minimum est atteint lorsque | V) est égal a
’état fondamental |Uy) :

U|H|W Uo|H|W
:min< [H|W) _ (Wo|H|Vo)

v (V[D) (Wo|Wo)

Preuve: VU, [¥) = C;|¥;) et (U|H|V) - Eo(¥|¥) = C? (EI . EO) > 0.
>0 >0

— Il est usuel de normer I’état fondamental ((\I!o |Wo) = 1) de sorte que le principe variationnel

peut étre reformulé comme suit,

Ey = ' U H|U) = (Uo|H|V
0 \Ij,<{yr1|1\1r}>:1< |H|W) = (Yo|H|Wo)

— Remarque : |Vg) n’étant pas dégénéré, un état normé | V) qui n’est pas égal (ou pas colinéaire) a

|Wo) est tel que | (U|H|T) > E |




Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

En effet, comme il est possible de trouver un indice K > 0 tel que C'xr # 0, alors

(V| H|W) — Eo >3 (B - Bo)
1>0

&\(EK EO)J+I>(;:;£K€’I'/\(EI _ Eo) 0

~~

~~

> 0 >0 >0 >0

— Dans la premiere description de I'état fondamental que nous avons donnée, dite non variationnelle,
il fallait résoudre 1'équation de Schrédinger indépendante du temps (équation aux valeurs propres)
puis sélectionner 1’énergie propre la plus basse. Dans la nouvelle formulation, dite variationnelle, il
suffit en fait de minimiser la valeur moyenne de I'énergie pour accéder a Ey.

— La formulation variationnelle est pratique pour le calcul approché de I’état fondamental. 1l suffit,
par exemple, de décomposer 1'état quantique dit "d’essai" |¥) dans une base de dimension finie
plus petite que celle de l'espace des états quantiques complet (qui peut étre de dimension infinie !).




Condition de stationnarité pour 1'état fondamental et les états excités

— Revenons a la théorie exacte. Un état quantique d’essai quelconque |¥) peut se décomposer
comme suit,

|w) = Z Crlur) | Onnote C = ’ensemble des parametres variationnels

et {|ur)}r=o0,1,... désigne une base orthonormée quelconque.
L’état |¥) = |¥(C)) devient ainsi une fonction de C.

— L’énergie d’essai définie comme la valeur moyenne de 'énergie calculée pour |¥(C)) est donc une

fonction de C : A
) CrCy{ur|H|uy)
(P(C)|H|¥(C)) _ 1>0,7>0
(¥ (C)|w(C)) > CF

I>0

E(C) =




Condition de stationnarité pour 1'état fondamental et les états excités

— Théoréme : |U(C)) est état propre de H si et seulement si la condition de stationnarité pour
I'énergie est véritiée, c’est-a-dire

oCy

Preuve :

0 .
e <<\v<c>|\v<c>>E<c>> = 50 <<\If<c>\H|\If<c>>>

oY (C)

— 25(C)( 50 W(C)) +(¥(C)|w(C))

8CJ 2< 80J )>
O (C)

50 > = |uy).  Ainsi, en utilisant la résolution de l'identité, il vient
J

01‘1‘

H|¥(C)) — E(C)|¥(C)) > <<UJ|H|\IJ(C)> - E(C)<UJ|‘If(C)>> )

J

1
— \If C CQFD!
2 C)|¥(C)) Z]: |UJ Q




Principe variationnel pour les états excités ?

— A noter que la condition de stationnarité s’applique non seulement a 1’état fondamental mais
également aux états excités.

En revanche, I'énergie d’un état excité n’est pas un minimum local de la valeur moyenne de
'énergie.

Il suffit pour s’en convaincre de considérer 1’état d’essai |V (&)) = &|Wo) + | V1),

(W(&|H|T(E))
(W (&[T (€))

ainsi que l'énergie d’essai E(§) =

qui sont tous les deux des fonctions de &.

2By + By ¢2
— E{ =
52 _|_ 1 5‘2 + 1

On voit alors que | E(§) — E1 (EO — E1) <0

des que & est non nul, c’est-a-dire des que 'on s’écarte du premier état excité (dans lequel le
systeme se trouve lorsque £ = 0).

— En résumé, I'extension du principe variationnel de Rayleigh—Ritz aux états excités n’est pas triviale.




Principe variationnel pour les états excités ?
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Interlude sur les unités atomiques

2me \ 0x2  Oy?2 022

~ K2 2 2 2 2
— Atome d’hydrogene : H = — + + — - X
dmeg/x2 + Y2 + 22

Ex

— Les énergi ropr ntklt, = ——
es énergies propres sont b, PR

mee*

ol I'énergie d’ionisation est égalea FE7 = ~ 13.6eV.
& & ! 2(47‘(‘60)2752

— Lorsque I'on utilise les "unités atomiques"”, on travaille en fait avec une énergie et des coordonnées
(et donc des distances) sans unités :

. E,,

n = — et =x/ag, Yy=1y/ag, Z=z/ag soit T =r/ao,
2F7

4reoh? ;
ou ag = e - ~ 0.529 A estlerayon de Bohr.
mee




Interlude sur les unités atomiques

L’énergie de I'état fondamental de I’'atome d’hydrogene vaut donc —0.5 en unités atomiques.
Fonction d’onde en unités atomiques : W(F) = ag/ 2\IJ(a0 I') <— sans unité !

Nous montrerons en TD que I'’hamiltonien de ’atome d’hydrogéne en unités atomiques s’écrit
comme suit :

1 [ 02 N 02 N > 1 y
2\ 032 072 032 VEZ 1 32 1 32

En pratique, le symbole "tilde" n’est pas employé. On mentionne juste que les unités atomiques

sont utilisées.

Moyen mnémotechnique : lorsqu’on passe des unités du systéme international aux unités
atomiques, il suffit d"utiliser les “égalités” suivantes,

e2

“h — 177, “me — 177, (14 — 1,7, et “a,O — 177.
4meq




Pour certains systemes comme 1’atome d’hydrogene, il est possible de résoudre de maniere exacte
et analytique I’équation de Schrodinger indépendante du temps.

IIn’y a pas de solutions analytiques exactes pour un atome ou une molécule comportant plus d’un
électron.

Il faut donc mettre en place une stratégie pour approcher au mieux, et ce de maniere numérique, la
solution exacte.

Il est alors pertinent de se demander si, en suivant cette stratégie, on retrouve la solution

analytique exacte (ou un résultat trés proche) lorsqu’elle existe.

Prenons le cas de 'atome d’hydrogene. L'orbitale 1s exacte, obtenue en résolvant I'équation de

Schrodinger dans un espace de dimension infinie, s’écrit en unités atomiques WYo(r) = — e~ ".

VT
Dans les codes de chimie quantique standard, on utilise plutdt des fonctions gaussiennes, par
2 2 2
exemple ®1(r) =e 223", ®y(r) = e 04" et B3(r) = 701177,
On souhaite alors approcher la solution exacte a I'aide d"une combinaison linéaire de ces trois

fonctions,
Uo(r) = Uo(r) = C1 D1(r) + Co Do(r) + C3 d3(r). Comment déterminer Cy, Cs et C3 ?




De la théorie exacte au calcul approché

— Autre exemple :la molécule H 2+ :

L’orbitale moléculaire fondamentale exacte W (r) peut étre a priori approchée par la combinaison
linéaire des orbitales atomiques 1s centrées sur les atomes d’hydrogene positionnésen R4 et Rp.
Dans ce cas, seules deux fonctions de base sont utilisées,

\If()(r) ~ {I}Q(I‘) = C~1 (131(1‘) + C;Q CI)Q(I')

1 1
ou CI>1(I') = —ﬂ_e_|r_RA| et @2([’) = ﬁe_h_RB'

Comment déterminer les valeurs "optimales” de CiretCs ?

Remarque : les fonctions ®1 et ®2 ne sont a priori pas orthogonales,

1
Dy |Py) = dr ®7 (r)®s = — dr e IT~Ral y o=lr—Rp| _ S12  +— intégrale de
R3 ! R3 ¢

s recouvrement

S12 devient nul dans la limite de dissociation (|R A—Rp|— +oo)




Méthode des variations : formulation générale

— On considére un sous-espace £,y de 1'espace des états quantiques complet. On note M la
dimension (finie) de ce sous-espace et {|®r) }r—1 2,... ar une base de £, quin’est pas
nécessairement orthonormée.

— On construit la matrice de recouvrement (appelée aussi métrique),

(Pq1|P1) (P1|P2) ... (D1|Ppr)
(Do Py ) (DPo|D2) ... (D2|DPps)

| (Pum[P1) (Pm|P2) .. (Pm|Par)
puis la matrice hamiltonienne

(B1|H|®1)  (®1]H|D2) ... (1]|H|Dp)
(B2 H|®1) (2] H|D2) ... (Do]H|Dy)

(O |H|P1)  (Pa|H|D2) ... (Pa|H|Par) |




— Dans ce contexte, 'état quantique d’essai s’écrit

Ch
Ca
<— parametres variationnels

Cwm

— L’énergie d’essai s’écrit en fonction des matrices hamiltonienne et de recouvrement comme suit

M ~ ~
o > CiCyHpy
|H|V(C)) r1,0=1

B(C) = <f\é<f)3>|w<é>> N
> CiCyS1y
I,J=1
OE(C)

— Nous montrerons en TD que la condition de stationnarité G =0, VJ=1,M équivauta
J

HC = E(C)SC| +<— calcul approché de I’état fondamental et de quelques états excités.




Remarque : sila base du sous-espace £, est orthonormée, on obtient 1’équation aux valeurs propres
M

HC = E(C)C quin’est autre que I'équation de Schrodinger indépendante du temps projetée sur ;.
— Une énergie I est solution si il existe un vecteur colonne non nul C tel que
(H - ES)C =0,

conduisant ainsi a la nullité du déterminant dit "séculaire”,

det(H _ Es) —0

puisque (H — ES) ne peut pas étre inversible.
1 1

— Application a 'atome d’hydrogene : ’hamiltonien s’écrit en unités atomiques H = — 5 V2 — =X
Tr

— Application a la molécule HJ : dans ce cas 'hamiltonien s’écrit

5 1o 1 1 1
H=--V"+| — — + X
2 |I‘—RA| |I‘—RB| ‘RA_RBl




1s orbital of the hydrogen atom

e_r/\/g [E=—0.50000 a.u.]
, ,0.28 g 028 " [E=-0.42441 a.u]
0.2e7223"40.19e %4 "1+0.06e %11 " [E=-0.49491 a.u]

2 2 2 2 2
0.06e 3397 40.11e 1" +0.16e 11" +0.15e 7033 " +0.05e 1 " [E=-0.49981 a.u.]
10 gaussians [E=—0.49999 a.u.]
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1s orbital of the hydrogen atom close to the nucleus

e N [E=-0.50000 a.u.]

2 2 2 2 2
0.06e 39" +0.11e 1" +0.16e 711 +0.15 7033 " 10.05e 01 " [E=-0.49981 a.u.]
10 gaussians [E=—-0.49999 a.u.]




H," [basis functions are given in parentheses]

bonding (1s)

2 2
bonding (Ls, e >33, 7011

anti-bonding (1s)
-0.33r% _-0.1 rZ)

anti-bonding (1s, e e

>
T,
—~
o
—
L
>
(@)
=
)
c
)

4 5 6
bond distance R [a.u.]




H," [Rx=2.0 a.u., D,=0.097 a.u.]

bonding (1s)

2 2
bonding (Ls, e >33, 7011

anti-bonding (1s)

~0.33r° _-0.1 rZ)

anti-bonding (1s, e e

>
S,
~—~
8
+
~—
L
PR
ad
N’
L
D)
(@)
S
)
c
o
c
9
)
O
©
—_
0]
e}
<

4 5 6
bond distance R [a.u.]




Systéemes multi-électroniques

— Sil’on souhaite appliquer la méthode des variations telle quelle a un systeme multi-électronique
comme par exemple la molécule d’hydrogene Ho, les fonctions @1 doivent décrire des états

quantiques a deux électrons (<I> 1 = ®5(ry, rg)) et I’hamiltonien a deux électrons doit étre utilisé :

g lor loe 1 1 1 L, y
o2 Tt g’ r1 —Ra| |r1—Rp| |ra—Ra| |r2—Rp| |r1—rg|

énergies cinétiques attraction électrons-noyaux répulsion électronique

\ . 7
Ve

1

+ %
Ra — Rp|

répulsion nucléaire

— Nous envisageons pour l'instant une approximation plus simple dite "mono-électronique” qui
consiste a (i) définir un opérateur hamiltonien & pour un électron, (ii) lui appliquer la méthode des
variations pour déterminer des énergies orbitalaires puis, finalement, (iii) a distribuer les électrons
dans les orbitales moléculaires. L’énergie multi-électronique est alors obtenue en sommant les
énergies des (spin-)orbitales occupées.

— Dans la méthode dite de Hiickel, le recouvrement entre orbitales atomiques est négligé lorsque 1’on
applique la méthode des variations (S se réduit alors a la matrice identité).




Méthode de Hiickel appliquée a H,

On choisit les orbitales atomiques 1s centrées sur chaque hydrogene pour appliquer la méthode

1
des variations : ®;(r) = e Ir=Ral et Po(r) = e~ Ir—Rp|
2 oS

Construction de la matrice hamiltonienne :
(®1]h|®1) = (P2|h|®2) = a <— symétrie du probleme
(®1]h|D2) = (B2|h|P1) = B

Aucune valeur numérique pour « et 3 n’est en fait nécessaire pour décrire qualitativement la
liaison entre les deux atomes. Il faut juste considérer que 3 < 0 (nous rediscuterons ce point).

a— ¢ B

Le déterminant séculaire s’écrit donc =(a—¢e)?2—-p2=0

I} a— ¢
— elgg:a—i—ﬁ et €1, =a—p

Les orbitales moléculaires normées sont @1, (r) (<I>1 (r) + o (r)) et

B1y, (r) = % <<I>1(r) . (IDQ(I')) .

_ 1
V2




Méthode de Hiickel appliquée a H,

a— [ =— 1o, (anti-liante)

a+ (3 log (liante)

— La configuration électronique de Ha dans ’état fondamental est notée 103.
— L’énergie électronique correspondante vaut 2(a + f3).

— L’ordre de liaison, noté B.O. ("bond order" en anglais) est égal a

nombre d’électrons dans les orbitales liantes — nombre d’électrons dans les orbitales anti-liantes
2

soitici B.O. =1 — liaison simple !

— Notons que, dans le cas du dimere d’hélium Hesz, on obtient B.O. = (2 — 2)/2 = 0 (pas de liaison
covalente !).




